18. Calcolo differenziale: esercizi
|

Esercizio 18.7. Determinare, se non espressamente indicato, il dominio
delle sequenti funzioni e studiarne la continuita e la derivabilita.

1. f(z) = log,z(ze®); 2. f(x) =2% = €]0,+o0];
3. f(z) =2, z€)0,400f; 4 f(z) = ()", =z €)0,+o0];

5. (sen x)®®*.

1. Puo tornare comodo scriversi ’espressione della funzione passando
alla base naturale con la formula del cambiamento di base:

log(z e”) logz + 2x
= = 2 = .
f(@) log \/x log = log x

Il dominio ¢ I'insieme D =]0, 1[{U]1, +o0o[. La funzione ¢ continua e derivabile
in D. Si ha

d d 2z logx — 1
— =—(2 =2 .
dxf(fn) dx ( logx) log? x

2. Essendo 2% = €987 1a funzione & continua e derivabile nel suo dominio

10, +o00[. Si ha

d d
T (%) = %eml‘)g‘r =z"(logz + 1).
3. Essendo z*") = 1987 |5 funzione ¢ continua e derivabile nel suo

dominio ]0, +ool. Si ha
el (x(ﬂﬁ )) —— (em IOg”C) =T [;p“c(logz: +1)logx + xx;
z® 2 1
=z" 2% | log :U~|—log:c+; .
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5. Dovendo essere senx > 0 il dominio ¢ D = U 12km, (2k + 1)7[. La

keZ
funzione ¢ continua e derivabile in D e si ha
cos T d CcCOoS T lOg sen x
— ((senz)®*%) = —e
T dzx

cos
= (senx)°®* (— sen x logsenx + cos ) .
sen x

Esercizio 18.10. Date le funzioni f : R — f(R) con legge

1 f(z) = 14+3x sex <O sex <0
’ | 6e*4a  sex >0, 2 +a sex>0,

3. f(z) = a3 sex <1 _ sex <0
’ | adr sex > 1, - oz—i—arctgm sex >0,
_ ar+2 sex<l1 _ arctg:v sex <0

g f(a;){ —logz sex>1, { sex >0,
7. f(z) = a® sex <0 _ log(l—x) sex< -2
’ |l Vo +1l o sex >0, a a—2x sex > —2,

l+ax? sex<0 _ art sex < -—1
9f(ac)—{ 14+2%  sex>0, JO.f(:z;)_{% sexr > —1,

a. dire per quali valori di a la funzione é invertibile; b. per il rispettivo valore
del parametro

l.a=1; 2.a=2; 3 a=2; 4. a=1; 9.a=-1;
6.a=1/2; 7 a=e 8.a=-3; 9.a=-2; 10.a=-2
dire se la funzione é invertibile e, in caso affermativo, determinare dominio,
codominio e legge della funzione inversa; c. determinare per quali valori di

a, se ne esistono, f & continua in R; d. determinare per quali valori di a, se
ne esistono, f é derivabile in R.

1.a. Conviene distinguere alcuni casi (vedi figura):
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y a>-5 a=-5
a<-5

Come si vede, la funzione risulta iniettiva, e quindi invertibile, per ogni
a > —>5.

1.b. Per a = 1 la funzione ¢ invertibile. Per determinare la legge della
funzione inversa occorre risolvere le equazioni

y=1+3x perx <0

e
y=6e"+1 per x > 0.
Avendosi
-1 -1
y=14+3zperz <0 <= QU:'y?pery3 <0
_Y-
= x—Tpery<1
e

y=6e"+lperx >0 <= eI:yTpeerO —

y—1 y—1
er
G P

y—1

y—1 y—1

x = log per log >0 <= xz=log 5 >1

< x =log pery > 7

allora f=1:] — oo, 1[U[7, +0c[— R con legge

y—1
B — sey<l
F ) = 5’_1
log

sey>T7
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1.c. Per come ¢ definita, la funzione & continua per ogni z # 0 qualunque sia
a. Per decidere per quali valori di a risulta continua anche nel punto x = 0
occorre calcolare (se esiste) il lin% f(z) e confrontarlo con f(0). Poiché

€Tr—>

li = lim 6e*+a =6+
g ) = g, Ot =0
mentre

lim f(z)= lim 1+3z=1 VaeR,

z—0~ z—0~
allora il limite per x — 0 esiste ed & uguale a f(0) = 6 + a per ogni a € R
tale che 6 +a = 1, cioe a = —5 e pertanto f e continua in tutti i punti di R
solo per a = —5.
1.d. Possiamo restrigerci a considerare solo il caso a = —5 perche per a # —5
la f non essendo continua nel punto = 0 non & neppure derivabile. Sia
dunque a = —5. Per come e definita, la funzione e derivabile per ogni x # 0

con derivata
rooN 3 sex <0
f(m)_{(SefC sex >0

Per studiare la derivabilita in x = 0, consideriamo i limiti del rapporto
incrementale in 0 da sinistra e da destra. Avendosi

b SV = FO _ s

v h heo- B
_ h_
o T =FO) 6 1)
h—0+ h h—0+ h

allora f non & derivabile nel punto z = 0 e quindi non esiste alcun valore di
a tale che f sia derivabile in tutti i punti di R.

2.a. a > 1.
2.b. Per a = 2 la funzione & invertibile e si ha

logy
_ sel<y<l1
fHy) = Y
Jy—2 sey>2.
2.c. a=1.
2.d. Non esistono.
S.a. a>1.

3 Se 1

y/2)* sey>2.
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S.c. a=1.
8.d. Non esistono.

4.a. o> 0.
4.b. per o = 1 la funzione ¢ invertibile e si ha

3 Y sey <0
Ty =
tgly—1) sel<y<l+m/2

4.c. a=0.
4.d. a=0.
5.a. Conviene distinguere alcuni casi (vedi figura):
a<-2 y
a=-2
2

a=0

a>0

Come si vede, la funzione risulta iniettiva, e quindi invertibile, per ogni
—2<a<0.

5.b. Per a = —1 la funzione & invertibile. Per determinare la legge della
funzione inversa occorre risolvere le equazioni

y=—-x+2perx<1l e y=—logxperz>1.
Avendosi
y=-—z+2perr<1l < xz=2—yper2—y<1 < x=2—ypery>1,

y=—logzperz>1 <= x=eYpere?>1<= x=€eY pery<0,

allora f~!:] — 00, 0]U]1, +00[— R con legge

_ 2 — sey>1
1 _ Y Yy
f (y)_{ e Y seySO
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5.c. Per come e definita, la funzione & continua per ogni x # 1 qualunque sia
a. Per decidere per quali valori di a risulta continua anche nel punto x =1
occorre calcolare (se esiste) il lim&l1 f(x) e confrontarlo con f(1). Poiché

T—

xlg?Jr fz) = xllr?+(—logx) =—logl=0
mentre
lim f(z)= lim ax+2=0a+2 Va€eR,

rz—1— r—1—

allora il limite per z — 1 esiste ed & uguale a 0 = f(1) per ogni a € R tale
che 0 = a+ 2, cioe a = —2 e pertanto f e continua in tutti i punti di R solo
per a = —2.

5.d. Possiamo restrigerci a considerare solo il caso a = —2 perche per a # —2
la f non essendo continua nel punto = 1 non ¢ neppure derivabile. Sia
dunque a = —2. Per come ¢ definita, la funzione ¢ derivabile per ogni x # 1

con derivata
-2 sex <1

/() :{ 1z sex> 1.

Per studiare la derivabilita in x = 1, consideriamo i limiti del rapporto
incrementale in 1 da sinistra e da destra. Avendosi

g LD =S 2R
h—1— h h—1- h
lim fA+h) - fQ) _ lim M:_L
h—1t+ h h—1t h

allora f non e derivabile nel punto x = 1 e non esiste alcun valore di a tale
che f sia derivabile su tutto R.

6.a. a #0.
6.b. f~1:]—7/2,+oo[— R

2

- tgy se —7m/2<y<0
fl(y)Z{
y© sey>0.

6.c. a # 0.
6.d. a=1.

7.a. a>1.
7.b. si. f71:]0, +oo[— R,

_ logy sel0<y<1
=4,
y*—1 sey>1.
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7.c. a>0.

7.d. a = +/e.

8.a. E invertibile per ogni a < log3 — 4.

8.b. Per a = —3 la funzione ¢ invertibile con f~! :] — oo, 1[U[log 3, +-00[— R
definita da

() = { 1—eY se y > log3
—(

y+3)/2 sey<1.

8.c. a =1log3 — 4.
8.d. Non esistono.

9.a. Conviene distinguere alcuni casi (vedi figura):

a<0 y

=0

/ X

Come si vede, la funzione risulta iniettiva, e quindi invertibile, per ogni
a <0.

9.b. Per a = —2 la funzione ¢ invertibile. Per determinare la legge della
funzione inversa occorre risolvere le equazioni

a>0

y=1+z3 perz>0

e
y:—2x2—|—1perx§().
Avendosi
y=1+z3perz>0 <— x:WperW>0
= x:f’/yjpery>1
e

2 1 -

y=-22>+1perz<0 <= =z :Typerazgo

<~ x:—Typerygl
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allora f~': R — R con legge

3

y—1 sey>1
Ty =9 1-

Y
4 <1.
5 Sey<

9.c. Per come e definita, la funzione e continua per ogni x # 0 qualunque sia
a. Per decidere per quali valori di a risulta continua anche nel punto x =0
occorre calcolare (se esiste) il hH(l] f(z) e confrontarlo con f(0). Poiché

€Tr—

lim f(z)= lim 1+2°=1
%mf() i

mentre
lim f(z)= lim az’4+1=1 VYa€R,

z—0~ z—0~
allora il limite per z — 0 esiste ed & uguale a 1 = f(1) per ogni a € R e
pertanto f € continua in tutti i punti di R qualunque sia a € R.
9.d. Per come e definita, la funzione e derivabile per ogni x # 0 con derivata

, B 322 sex>0
f(:n)—{ 2ax se x < 0.

Per studiare la derivabilita in £ = 0, consideriamo i limiti del rapporto
incrementale in 0 da sinistra e da destra. Avendosi

. 2
fim LW =FO) e
h—0— h h—0— h

o 3
fim LW =FO) 2y
h—0+ h h—0+ h

allora f e derivabile anche nel punto 0 e quindi in tutti i punti di R qualunque
sia a € R.

10.a. a < —1.
10.b. f~1:] — o0, —2JU] — 1, +co[— R
4
18| —V=y/2 sey < -2
!/ (y)—{ y3 sey > —1.
10.c. a = —1. 10.d. Non esistono.

Esercizio 18.11. Date le funzioni

1. f:R— f(R), 2. f:]0,400[— f(]O,4+00[),

a27Ttl ge < —1 logr —a sex<1
f(x)—{ 2—ax sex>—1, f($)_{ (x—1)2 sex>1,
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a. determinare i valori di o per cui la funzione é invertibile; b. dire se per
a = 2 la funzione e invertibile e, in caso affermativo, determinare dominio,
codominio e legge della funzione inversa; c. determinare per quali o, se
ne esistono, f € continua nel dominio; d. determinare per quali o, se ne
esistono, f é derivabile nel dominio.

l.a. « =2/3; 1.b. non esistono; I.c. f & invertibile per a > 2/3 0 a < 0;
1d f~Y(y)=2—logyysey>0e fly)=1—y/2sey <4
2.a. a > 0.
2.b. f=1:] — 0o, —2]U]0, +00[—]0, +-00[
_ eVt?  sey < -2
y sey>0.

2.c. a=0. 2.d. Non esistono.

Esercizio 18.12. Si consideri la funzione f :] — oo, 7/2[— f(] — 0o, 7/2[)
con legge
20 +a sex <0

tgx se0<z<m/2

)= {

dove a & un parametro reale. 1. Dire per quali valori di a la funzione & inver-
tibile; 2. dire se per a = —1 la funzione é invertibile e, in caso affermativo,
determinare dominio, codominio e legge della funzione inversa e tracciar-
ne un grafico approssimativo; 3. determinare per quali a, se me esistono,
f & continua nel dominio; 4. determinare per quali a, se ne esistono, f ¢
derivabile nel dominio.

[R] 1. a <O.

2. Per a = —1 la funzione ¢ invertibile e si ha
y+1

_ sey < —1
) = 2 Y
arctgy sey > 0.

3. a=0. 4. Non esistono.



