15. Funzionil continue: esercizi
]

Esercizio 15.7. Data la funzione f : R — f(R) con legge
e sex <0
)= §

|83 — a2 sex>0,
1. dire se per « = 3 = —1 la funzione & invertibile e, in caso affermativo,
determinare dominio, codominio e legge della funzione inversa; 2. determi-
nare per quali valori di a e B la funzione f € continua; 3. tra i valori di « e
B trovati al punto precedente determinare quelli per cui f risulta invertibile.

1. f & invertibile ed f7' : R — Rcon f7l(y) =y —1sey < 1le
Tl y)=vy—Tsey>1.

2. f & continua per tutti gli @ e § che soddisfano ’equazione a + || = 0.
3. f e invertibile per tutti gli @ e 8 che soddisfano le condizioni o = (3 e
6 <0.

Esercizio 15.8. Si consideri la funzione f : R — f(R) con legge

a+2r sex <0
fle)=X 24+ar se0<x<2

x? sex > 2

dove a e un parametro reale. 1. Dire per quali a la funzione & invertibile e per
quali di essi f(R) = R; 2. dire se per a = 1 la funzione é invertibile e, in caso
affermativo, determinare dominio, codominio e legge della funzione inversa;
3. determinare per quali valori di a, se esistono, la funzione & continua.

1. E invertibile per ogni 0 < a < 1 e non esistono valori di a tali che

J(®) =R
2. Per a = 1 la funzione & invertibile con f~! :] — 00, 1[U[2, +oo[— R definita
da
(y—1)/2 sey<1
fy) = y—2 se2<y<i4
VY sey >4

1
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8. Non esistono.

Esercizio 15.9. Si consideri la funzione

r—1 sex<1
f(m)_{logax sex>1, a>0, a7l

1. Dire per quali valori di a la funzione é invertibile; 2. dire se per a = 3
la funzione & invertibile e, in caso affermativo, determinare dominio, codo-
minio e legge della funzione inversa; 3. determinare per quali valori di a la
funzione f & continua.

1. E invertibile per ogni a > 1.
2. E invertibile e si ha f~1: R — R

1 B 3Y sey >0
/ (y)—{ y+1 sey<0

8. Per tutti gli a > 0, a # 1.

Esercizio 15.10. Date le funzioni f : R — f(R)

L f(@) 2z +a, x>0 2 () ar’ +3a+2, >0
. ) = . xTr) =

2% x <0, 1 — 3z, x <0,

(3" @=0

2022 +3a+1, =<0, ar —2a+3, x <0,

x?’, x>0
3. f(l’)Z{ 4- f(q:):{

a. determinare, se esistono, i valori di a tali che f sia invertibile; b. dire
se per a = —1 la funzione é invertibile e, in caso affermativo, determinare
il dominio, limmagine e la legge della funzione inversa; c. dire per quali
valori di a, se ne esistono, la funzione f é continua.

1.a. Rappresentiamo il grafico di f per vari intervalli del parametro reale a
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f(z)

] a=1(

La funzione ¢ invertibile se a < 0 oppure 1 < a.
1.b. La funzione ¢ invertibile. In questo caso l'immagine di f ¢ f(R) =
| — 00, —1[U]0, 1] che quindi ¢ il dominio della funzione inversa. La sua
immagine coincide invece col dominio di f cioe R.

Se y €]0,1], la forma della legge della funzione inversa si ottiene risol-
vendo in z I'equazione y = 2% ottenendo quindi = = log, y.

Se, invece, y €] — oo, —1[, la forma della legge della funzione inversa
si ottiene risolvendo in x ’equazione y = —2x — 1, ottenendo =z = —y?“.
Ricapitolando

ft:] =00, —1[UJ0,1] = R

{—y;l sey < —1

—1 _
W logoy seO0<y<1

1.c. Siosserva che, coincidendo localmente con una funzione elementare, f ¢
una funzione continua in ogni punto z # 0, per qualsiasi scelta di a. Perché
sia continua anche in x = 0 deve accadere che

lim f(z) = lim f(z) = f(0)

z—0t r—0~

Graficamente si intuisce che cio accade quando a = 1. In effetti per defini-
zione vale

lim f(z)=f(0)=2"=1

z—0~

Dovra dunque essere

1= lim f(z)= lim (2az+a)=a

r—0t z—0t
ed effettivamente cio implica a = 1.

2.a. Rappresentiamo il grafico di f per vari intervalli del parametro reale a
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f(z)

a>0

“\ .

1
\ —§<a<0
_ 1
a=-3

1

S|
A
o

La funzione ¢ invertibile se a < —1/3.
2.b. La funzione ¢ invertibile. In questo caso I'immagine di f ¢ f(R) =
| — 00, —1[U[1, +00[ che quindi ¢ il dominio della funzione inversa. La sua
immagine coincide invece col dominio di f cioe R.

Se y € [1,+00], la forma della legge della funzione inversa si ottiene
risolvendo in x ’equazione y = 1 — 3z ottenendo quindi x = kTy

Se, invece, y €] — oo, —1], la forma della legge della funzione inversa
si ottiene risolvendo in z lequazione y = —z? — 1, ovvero 22 = —y — 1.
Ricordando che in questo caso y < —1 e che i corrispondenti x sono positivi,
si ottiene infine z = /—y — 1. Ricapitolando

1 ] — o0, —1[U[l,4o0[— R

]
fﬁl(y): 3 sey>1
vV—y—1 sey<—1

2.c. Siosserva che, coincidendo localmente con una funzione elementare, f &
una funzione continua in ogni punto x # 0, per qualsiasi scelta di a. Perché
sia continua anche in x = 0 deve accadere che

lim f(x)= lim f(x)= f(0

lim f() = lim f(z) = f(0)

Graficamente si intuisce che cid accade quando a = —1/3. In effetti per
definizione vale

lim f(z) = £(0) = 1

r—0~
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Dovra dunque essere

= lim f(z) = lim+(aa:2 +3a+2)=3a+2

z—0t z—0
ed effettivamente cio implica a = —1/3.

3.a. Rappresentiamo il grafico di f per vari intervalli del parametro reale a

La funzione ¢ invertibile se a < —1/3.
3.b. Sostituendo si ottiene

f@) x> sex >0
€Tr) =
212 -2 sex <0
e la funzione & invertibile. L’immagine di f & f(R) =] — oo, —2[U[0, +-00[ che

quindi ¢ il dominio della funzione inversa. La sua immagine coincide invece
col dominio di f cioe R.

Se y € [0,+0o0[, la forma della legge della funzione inversa si ottiene
risolvendo in z I’equazione y = 23 ottenendo quindi z = Y-

Se, invece, y €] — oo, —2], la forma della legge della funzione inversa

. . . . . —y—2
si ottiene risolvendo in = l'equazione y = —2z? — 2, ovvero z> = yT
Ricordando che in questo caso y < —2 e che i corrispondenti x sono negativi,
. . . —y—2
si ottiene infine x = —y/ —%—=.

Ricapitolando
f7t:] =00, —2[U[0, +00[— R

Yy sey >0

— > sey < —2
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— o

8.c. Siosserva che, coincidendo localmente con una funzione elementare, f &
una funzione continua in ogni punto x # 0, per qualsiasi scelta di a. Perché
sia continua anche in x = 0 deve accadere che

lim f(z) = lim f(x)= f(0).

z—0t z—0~

Graficamente si intuisce che cid accade quando a = —1/3. In effetti per
definizione vale

lim f(x) = f(0) =0.

z—0~

Dovra dunque essere

0= lim f(z)= lim (2a2® +3a+1) =3a+1

z—0t z—0t

ed effettivamente cio implica a = —1/3.

4.a. Rappresentiamo il grafico di f per vari intervalli del parametro reale a




P. Baiti, L. Freddi - Corso integrato di Matematica. Materiale integrativo 7

La funzione ¢ invertibile se a < 0 oppure a > 3/2.
4.b. Sostituendo si ottiene

(%)w sex >0

f(:z:):{ —x+5 sex<0

e la funzione ¢ invertibile. L’immagine di f ¢ f(R) =]0,1]U]5,4o00[ che
quindi e il dominio della funzione inversa. La sua immagine coincide invece
col dominio di f cioe R.

Se y €]0,1], la forma della legge della funzione inversa si ottiene risol-
vendo in x I'equazione y = (1/3)" ottenendo quindi z = log, /3.

Se, invece, y €]5,+o0[, la forma della legge della funzione inversa si

ottiene risolvendo in x ’equazione y = —x + 5, ovvero x = 5 — y.
-1
f(z) )
; .

1

1
T

Ricapitolando

f71:0,1] U [5,400[— R

. logysy se0<y<1
Flay=9 "
5—y sey>>H

4.c. Siosserva che, coincidendo localmente con una funzione elementare, f &
una funzione continua in ogni punto x # 0, per qualsiasi scelta di a. Perché
sia continua anche in z = 0 deve accadere che

lim f(x)= lim f(z)= f(0

lim f(z) = Tim f(z) = £(0)

Graficamente si intuisce che cio accade quando a = 1. In effetti per defini-
zione vale

lim f(x) = £(0) = 1

z—07F
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Dovra dunque essere

1= lim f(z)= lim (ax —2a+3) = —2a+3

z—07F x—0~
ed effettivamente cio implica a = 1.

Esercizio 15.13. Calcolare © limiti sequenti, qualora esistano.

: 2% — 8 . P +3t+1 . 2t —Tr+12
1. lim ————; 2. lim ———; o lim —————
o—2 12 — 3w+ 2 t—1 (1 —1t)Int a—2 log(3 —x)
cos(TE 2_9 3t -9 S5
/. Tim 20T 5. lim 2 —2. 6. lim 20T ¢
a—3 (3 —1x)? z—7 sinx x—0 2z — sin(x?)
24
7. lim $73U+3

, 2* -8 —4
lim ———=|—|,
z—2 12 — 3z +2 0
quindi andiamo a studiare il segno della funzione. Il numeratore & positivo
per 2% > 8 = 23 quindi per & > 3, il denominatore & positivo per 22 —3z+2 >
0 quindi per x < 1 oppure x > 2. Si ha quindi che la funzione & positiva per
x>3eperl <z <2 negativa per x <1e 2 <z < 3. Siha dunque
2% — 8 2 -8

lim —00, lim

oot T2 — 3z +2 gc—>2f:c2—3x+2:+oo’

e quindi il limite non esiste.

2. 1l limite si presenta nella forma d’indecisione [%] Studiamo quindi il

segno della funzione in un intorno di g = 1. Il numeratore tende a 5 e
quindi & positivo per i valori di ¢ vicini a 1. Poiché Int e positivo per t > 1
si ottiene che il denominatore & sempre negativo per ¢t # 1. Quindi

li

) (1—t)lnt [0~

t2+3t+1 [ 5 ]
_ -
2?2 —Tr+12  [2
im — = |—|,
a—2 log(3 — z) 0
quindi andiamo a studiare il segno della funzione. Il numeratore tende a 2
e quindi vicino a 2 & positivo, il denominatore ¢ positivo per log(3 —z) > 0
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ovvero 3 —x > 1, cioé x < 2. In conclusione

22— Tx + 12 .
= —00, lim

: a? — Tw + 12
lim ———— = —_ =
a—2t log(3 —x) a—2- log(3 —x)

= —|—oo’
e quindi il limite non esiste.
4. 1l limite vale —oo.

5.

o ox22-9 -9
lim — = ,
z—7m sinx 0

quindi andiamo a studiare il segno della funzione. Il numeratore tende a
712 —9 > 0 e quindi per z vicino a 7 & positivo, il denominatore & positivo
per sinxz > 0, quindi & positivo per x vicino a m a destra, negativo per x
vicino a 7 a sinistra. In conclusione

2 -9 2 -9

—00, lim — = 400,
r—nt SINT

lim —
r—nr— SINX

e quindi il limite non esiste.
6. Il limite ¢ della forma

lim

x—0 20 — sin(x2) -

3tanx — 2e°® _ -2
O M

quindi siamo ricondotti a studiare il segno della funzione vicino al punto
x = 0. Il numeratore tende a —2 quindi € negativo per gli x vicini a 0.
Per quanto riguarda il denominatore, bisogna ricordare la disuguaglianza
fondamentale
0<sinr <z, Vo > 0,
e quindi
0 < sin(z?) < 22, Vx € R.

Percio, se x < 0 si ha facilmente
2z — sin(z?) < 0,
mentre se 2 > x > 0 si ha
21 — sin(z?) > 22 — 2% > 0.
Si conclude che

lim

3tanx — 2e |2
e—0t 2x —sin(z?)

O“—L] = F00,
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ed il limite non esiste.

7.

0

quindi andiamo a studiare il segno della funzione. Il numeratore ¢ positivo
per 22 —4x + 3 > 0 quindi per z > 3 oppure z < 1, il denominatore &
positivo per 3% > 9 = 32 quindi per z > 2. Si ha quindi che la funzione &
positiva per x > 3 e per 1 < x < 2, negativa per x < 1 e 2 <z < 3. Si ha
dunque

lim

*—4r+3  [-1
T—2 3*—9 - ’

22— 4x+3 o2 —4x+3
lim = —o0, lim ———F— =

snt 379 sy 379 00,

e quindi il limite non esiste.



