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Capitolo aggiuntivo 11

Approssimazione del grafico
di una funzione

Retta tangente

Sia f :]a,b[— R una funzione derivabile in ]a, b[ con derivata continua in un
punto zg €]a, bl.

Ricordiamo che in queste ipotesi esiste la retta tangente al grafico di f
nel punto (zo, f(x0)) ed ha equazione

y = f(xo0) + f'(z0)(x — w0).

Osservazione 11.1. Tra tutte le rette che passano per il punto (zg, f(z¢)),
la retta tangente & quella che “meglio approssima’” il grafico di f “vicino”
al punto zg.

Precisiamo meglio il senso di questa affermazione osservando che le infi-
nite rette di equazione

y = f(xo) + m(x —z0), meR

passano tutte per il punto (zg, f(z¢)) e godono tutte della proprieta che la
distanza tra il valore della funzione in un punto x e il corrispondente punto
sulla retta tende a zero quando x tende a xq, cioe

lim [f(z) = f(zo) — m(z — 20)] = 0.

T—X0



PARABOLA OSCULATRICE 3
Se pero chiediamo che tale distanza tenda a zero piu velocemente della
distanza tra r e xg, cioe che

lim f(z) = f(xo) — m(z — o)

T—T0 T — X

=0,

utilizzando il teorema dell’Hopital si ricava che questo accade se e solo se
m = f'(xp). Quindi, sostituendo la retta tangente al grafico della funzione si
commette un errore che tende a zero piu velocemente di quanto non succeda
operando la sostituzione con qualunque altra retta.

Parabola osculatrice

In maniera analoga ci si puo chiedere, se esista, e quale sia, la parabola
che meglio approssima il grafico di f tra tutte le parabole che passano per

(zo, f(0))-

Osserviamo anzitutto che le infinite parabole di equazione
y = f(xo) + a(z — zo) + b(z — 20)%, a,bER
passano tutte per (zg, f(zp)) e soddisfano tutte la condizione

xlirgo[f(x) — f(xo) — a(z — o) — b(z — 20)%] = 0.

Se pero chiediamo che tale distanza tenda a zero piu velocemente della
distanza tra x e xg, cioe che

lim f(@) = f(z0) — a(z — o) — b(x — 20)*

T—x0 T — X

=0,

utilizzando il teorema dell’Hopital si ricava che questo accade se e solo se
a = f'(zg). Tale condizione & quindi soddisfatta dalle infinite parabole di
equazione

y = f(zo) + f'(z0)(x — z0) + b(x — z0)*> bER.

Se pero chiediamo che tale distanza tenda a zero piu velocemente del quadra-
to della distanza tra = e xo (che a sua volta tende a zero piu velocemente
della distanza tra x e xg), cioe che

lim f(@) = f(wo) = f'(wo)(x — o) — bz — m0)”

z— 0 (x — xp)?

:O,
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nell’ulteriore ipotesi che f sia derivabile due volte in ]a, b[ con derivata sec-
onda continua in xg, utilizzando il teorema dell’Hopital si ricava che questo

f//(‘,L,O)
Quindi sostituendo al grafico di f la parabola di equazione

y= Fa0) + £ a)a — o) + L0 (o )2

accade se e solo se b =

detta parabola osculatrice, si commette un errore che tende a zero piu ve-
locemente di quanto non succeda operando la sostituzione con qualunque
altra parabola.

Se si vuole migliorare ulteriormente ’approssimazione si puo cercare,
nel caso in cui esista, quale sia il polinomio di grado 3 o, piu in generale, di
grado n, che meglio approssima la funzione tra tutti quelli che nel punto xg
assumono il valore f(zg).



